
2. cvičení - řešení

Příklad 1 (a)

1∫
0

(x+ x3 + 2x7) dx =

[
x2

2
+

x4

4
+

x8

4

]1
0

=

(
12

2
+

14

4
+

18

4

)
−
(
02

2
+

04

4
+

08

8

)
=

=
2 + 1 + 1

4
= 1

Příklad 1 (b)

2∫
1

x lnx dx PP
=
∣∣u = log x, v′ = x

∣∣ = [x2
2

log x

]2
1

−
∫ 2

1

x2

2

1

x
dx = 2 log 2− 0−

∫ 2

1

x

2
dx =

= log 4−
[
x2

4

]2
1

= log 4− 22

4
+

1

4
= log 4− 3

4

Příklad 1 (c)

π∫
0

x2 sinx dx PP
=
∣∣u = x2, v′ = sinx

∣∣ = [−x2 cosx
]π
0
+

∫ π

0
2x cosx dx =

PP
=
∣∣2u = x, x′ = cosx

∣∣ = −π2(−1) + 0 + [2x sinx]π0 −
∫ π

0
2 sinx dx =

= π2 + 2π · 0− 0− 2 [− cosx]π0 = π2 − 2(1− (−1)) = π2 − 4

Příklad 1 (d)
3∫
2

x2−x+1
x−1 dx

∫
f(x) dx =

∫ 3

2
x+

1

x− 1
dx =

[
x2

2
+ log |x− 1|

]3
2

=
9

2
+ log 2− 4

2
− log 1 =

5

2
+ log 2

Příklad 1 (e)
π∫
0

sinx
cos2 x+1

dx

Pomocí rozboru fce R z teorie ke goniometrické substituci docházíme k volbě y = cosx

∫
f(x) dx = |y = cosx, dy = − sinx dx, 0 7→ cos 0 = 1, π 7→ cos(π) = −1| = −

∫ −1

1

1

1 + y2
dy =

=

∫ 1

−1

1

1 + y2
dy = [arctan y]1−1 = arctan 1− arctan(−1) =

π

4
− −π

4
=

π

2

Příklad 1 (f)
1∫
0

√
1 +

√
x dx
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∫
f(x) dx =

∣∣∣∣y = 1 +
√
x, dy =

1

2
√
x

dx =⇒ 2(y − 1) dy = dy, 0 7→ 1 +
√
0, 1 7→ 1 +

√
1

∣∣∣∣ =
=

∫ 2

1

√
y2(y − 1) dy = 2

∫ 2

1
y

3
2 − y

1
2 dy = 2

[
2y

5
2

5
− 2y

3
2

3

]2
1

=

= 2

(
2
√
25

5
− 2

√
23

3

)
− 2

(
2

5
− 2

3

)
=

16
√
2

5
− 8

√
2

3
+

8

15
=

8 + 8
√
2

15

Příklad 2 (a)
∫ 1
0

1
xa dx, a ∈ R

∫ 1

0
xa dx =


[
xa+1

a+1

]1
0
= 1

a+1 , a > −1

[log x]10 = 0− limx→0+ log x = ∞, a = −1[
xa+1

a+1

]1
0
= 1

a+1 − limx→0+
xa+1

a+1 = ∞, a < −1

Z výpočtu je vidno, že
∫ 1
0 xa dx = 1

a+1 pro a > −1 a pro zbylá a zadaný integrál diverguje.

Příklad 2 (b)
∫∞
1

1
xa dx, a ∈ R

∫ ∞

1
xa dx =


[
xa+1

a+1

]∞
1

= limx→∞
xa+1

a+1 − 1
a+1 = ∞, a > −1

[log x]∞1 = limx→∞ log x− 0 = ∞, a = −1[
xa+1

a+1

]∞
1

= limx→∞
xa+1

a+1 − 1
a+1 = − 1

a+1 , a < −1

Z výpočtu je vidno, že
∫∞
1 xa dx = −1

a+1 pro a < −1 a pro zbylá a zadaný integrál diverguje.

Příklad 2 (c)
∞∫
1

e−
√
x

√
x

dx

∞∫
1

e−
√
x

√
x

dx =

∣∣∣∣y =
√
x, dy =

1

2
√
x

dx, 1 7→ 1, ∞ 7→ ∞
∣∣∣∣ = ∫ ∞

1
2e−y dy =

= 2
[
−e−y

]∞
1

= 2

(
lim
y→∞

(−e−y)− (−e−1)

)
= 2

(
(−0) +

1

e

)
=

2

e

Příklad 2 (d)
∞∫
4

1
x2

√
x−2
x−4 dx

∞∫
4

1

x2

√
x− 2

x− 4
dx =

=

∣∣∣∣∣y =

√
x− 2

x− 4
, −y

(
4y2 − 2

y2 − 1
− 4

)2

dy = dx, 4 7→ lim
x→4+

√
x− 2

x− 4
= ∞, ∞ 7→ lim

x→∞

√
x− 2

x− 4
= 1

∣∣∣∣∣ =
= −

∫ 4

∞

4y2

(4y2 − 2)2
dy =

∫ ∞

4

4y2

(4y2 − 2)2
dy
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A dopočteme parciální zlomky atd.

Příklad 2 (g)
∫∞
3

x−1
x2+2x

dx

∫ ∞

3

x− 1

x2 + 2x
dx =

∣∣y = x2 + 2x, dy = (2x+ 2) dx, 3 7→ 32 + 2 · 3 = 15, ∞ 7→ ∞
∣∣ =

=

∫ ∞

15

1

2

1

y
dy − 2

∫ ∞

3

1

(x+ 1)2 − 1
dx = |z = x+ 1, dz = dx, 3 7→ 4, ∞ 7→ ∞| =

=
1

2
[log |y|]∞15 − 2

∫ ∞

4

1

z2 − 1
dz =

1

2
[log |y|]∞15 +

1

2

[
log

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣]∞
4

=

=
1

2
(∞− log 15) +

1

2

(
log 1− log

3

5

)
= ∞

Příklad 3 (a)
∫ 2
1

3x2

x3+1
dx

∫ 2

1

3x2

x3 + 1
dx par. zlomky

=

∫ 2

1

2x− 1

x2 − x+ 1
+

1

x+ 1
dx =

=
∣∣y = x2 − x+ 1, dy = (2x− 1) dx, 1 7→ 1, 2 7→ 3

∣∣ =
=

∫ 3

1

1

y
dy + [log |x+ 1|]21 = [log |y|]31 + log 3− log 2 = log 3− log 1 + log 3− log 2 = log

9

2

Příklad 3 (b)
∫ π

3
π
4
sinx cosx dx

∫ π
3

π
4

sinx cosx dx PP
=
∣∣u = sinx, v′ = cosx

∣∣ = [sin2 x]π3π
4
−
∫ π

3

π
4

sinx cosx dx

=⇒ 2

∫ π
3

π
4

sinx cosx dx =
[
sin2 x

]π
3
π
4∫ π

3

π
4

sinx cosx dx =
1

2

(
sin2

π

3
− sin2

π

4

)
=

1

2

(
3

4
− 1

2

)
=

1

8

Příklad 3 (c)
∫ e
1

log2 x
x dx

∫ e

1

log2 x

x
dx =

∣∣∣∣y = log x, dy =
1

x
dx, 1 7→ 0, e 7→ 1

∣∣∣∣ = ∫ 1

0
y2 dy =

[
y3

3

]1
0

=
1

3

Příklad 3 (d)
∫ 1
−1

x2

1+x2 dx

∫ 1

−1

x2 + 1− 1

1 + x2
dx =

∫ 1

−1
1− 1

1 + x2
dx = [x− arctanx]1−1 =

= 1− arctan 1− (−1) + arctan(−1) = 2− π

4
+

−π

4
= 2− π

2
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Příklad 3 (e)
∫∞
0

1
(x+3)5

dx

∫ ∞

0

1

(x+ 3)5
dx = |y = x+ 3, dy = dx, 0 7→ 3, ∞ 7→ ∞| =

∫ ∞

3

1

y5
dy =

[
− 1

4y4

]∞
3

=

= − lim
y→∞

1

4y4
+

1

4 · 34
=

1

324

Příklad 3 (f)
∫ 1
0

ex

e2x+1
+ 1

cos2 x
dx

∫ 1

0

ex

e2x + 1
+

1

cos2 x
dx = |y = ex, dy = ex, 0 7→ 1, 1 7→ e| =

∫ e

1

1

y2 + 1
dy + [tanx]10 =

= tan 1 + [arctan y]e1 = tan 1 + arctan e− π

4

Příklad 3 (g)
∫∞
1

e−
√
x

√
x

dx

∫ ∞

1

e−
√
x

√
x

dx =

∣∣∣∣y =
√
x, dy =

1

2
√
x

dx, 1 7→ 1, ∞ 7→ ∞
∣∣∣∣ = ∫ ∞

1
2e−y dy =

[
−2e−y

]∞
1

=

= lim
y→∞

(
−2e−y

)
+ 2e−1 =

2

e
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